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Let I denote a prime number. As H.-W. Leopoldt showed, there are some 
deep connections among the factors of some canonical decompositions of the 
Z-divisor class group and the unit group of an algebraic number field. The 
related problem will be considered for the I-divisor class group with nontrivial 
conductors. Some relations between the conductors of divisor groups with 
index I and the structure of the absolute I-divisor class group are also obtained. 
Es sei 1 eine Primzahl und 5 eine primitive I-te Einheitswurzel. Ein 
Satz aus der Theorie des Kreiskiirpers,l da13 der Rang der “imagintiren” 
I-Divisorenklassengruppe von Q(5) nicht kleiner ist als derjenige vom 
griil3ten reellen Teilkiirper Q([ + c-l), ist von Leopoldt [2] in der 
verscharften Form als Spiegelungssatz verallgemeinert worden. Er besagt 
fiir einen 5 enthaltenen galoisschen Zahlkiirper K/Q mit zu I primem 
Grad, da13 die zu einem Paar spiegelbildlich zueinander liegender I-adisch 
irreduzibler Charaktere @, G der Galoisgruppe gehijrenden direkten 
Faktoren 3, , Dm der EDivisorenklassengruppe 3 sich im Rang “nicht 
allzusehr” unterscheiden, und zwar da13 die Differenz zwischen ihnen 
durch das Verhalten der Einheitengruppe beschrtinkt ist. In der vor- 
liegenden Arbeit sol1 diese Aussage als Isomorphieaussage verschgrft 
werden, indem wir allgemeine Strahlklasseneinteilungen in Betracht ziehen. 
Dabei ergibt sich, da13 ihre Fiihrer die Rolle von Parametern fiir die 
Struktur der I-Divisorenklassengruppe des betreffenden Kiirpers spielen 
(Satz 1 und Satz 2 in 92). Unter anderem wird es umgekehrt sehr i.iber- 
sichtlich gemacht, ob ein vorgegebener Primdivisor zu 1 primer Bestandteil 
vom Fiihrer eines relativzyklischen KGrpers vom Grad I ist (Zusatz 1). 
* This work was done while the author was at the University of Karlsruhe (Germany). 
1 Aus der klassischen Literatur nennen wir hier nur [4]. Die weiteren Arbeiten von 
Hecke, Pollaczek und Scholz linden sich bei den Literaturangaben von [l] und [2]. 
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Unser Resultat ist rechnerischer Behandlung zuganglich in dem Sinne, 
dal3 es eventuell von der Kenntnis der Einheitengruppe unabhangig sein 
kann. Es sei beispielsweise KJQ ein reel1 quadratischer Zahlkiirper, 
in dem die Primzahl 3 nicht vollzerlegt ist. Dann kijnnen wir durch 
Berechnungen im gewissen imaginar quadratischen Zahlkiirper die 
Divisoren von K1 bestimmen, die zu einer Basisklasse der 3-Divisoren- 
klassengruppe von Kl gehiiren. Diese Zusatze werden in $3 dargestellt, 
wo wir such einige Beispiele angeben. In $4 betrachten wir die Beziehung 
zwischen den Rangen verschiedener hierhergehijriger Gruppen. 
In der Iwasawaschen Theorie des Kreiskiirpers [l] gibt es noch eine 
andere Art von Spiegelungsaussage, die eine Isomorphieaussage ist. 
In der Tat stammt die vorliegende Arbeit aus dem Vergleich der beiden 
zitierten Arbeit von Iwasawa und Leopoldt. Es sei K, = Q(in+& n > 0, 
wobei <n+l eine primitive In+l-te Einheitswurzel bedeutet. Man setze 
K = Una K, . In der Iwasawaschen Spiegelungsaussage2 handelt es sich 
urn die durch ein induktives Verfahren konstruierte l-Idealklassengruppe 
von K. Wenn K/K,, keine Kapitulation besitzt, das hei&, wenn die Nicht- 
Hauptideale von K, in den Korpern Km (m >, n > 0) such Nicht- 
Hauptideale bleiben, kiinnen wir jene Aussage von Iwasawa als Spezialfall 
unseres Spiegelungssatzes auffassen. Im allgemeinen ist es such miiglich, 
den Zusammenhang zwischen den beiden Arten von Spiegelungsaussage 
zu erkennen, falls wir genaue Kenntnisse tiber die verzweigten Prim- 
divisoren einer I’-Erweiterung besitzen, in der die Spiegelungsaussage 
von der Art Iwasawas formuliert werden kann. 
Das zum Beweis von Satz 1 benbtige, algebraische Prinzip ist im 
besonderen Fall in [l], $7 und allgemein in [2] entwickelt worden. Urn 
spater bequem darauf Bezug nehmen zu kiinnen, stellen wir es in $1 erneut 
dar in einer gegentiber [2] von entbehrlichen Voraussetzungen befreiten 
Form. 
51. VORBEREITUNGEN 
1.0. In diesem Abschnitt ftihren wir einige Bezeichnungen ein und 
stellen die algebraischen Hilfsmittel dar, die in den nachfolgenden 
Abschnitten benbtigt werden. 
I: eine Primzahl, 
7: eine primitive I”-te Einheitswurzel (n > l), 
K/k: ein 7 enthaltender galoischer K&per iiber einem endlichen 
algebraischen Zahlkiirper k mit der Eigenschaft 
[K:k]fO(modZ), W) 
* Vgl. [I], insbesondere Satz 4 und Satz 8. 
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g: die Galoisgruppe von K/k, deren allgemeines Element nut 
(T bezeichnet wird, 
N/K: ein Kummerscher K&per mit dem Exponenten I” derart, 
da13 N/k galoissch ist, 
0: der Kiirper der rational-l-adischen Zahlen, 
r: der Ring der ganzen rational-I-adischen Zahlen. 
1 .l. Aus den absolut irreduziblen Charakteren x von g erhalten wir 
durch Spurbildung @ = spur&) die I-adisch, in 6 irreduziblen 
Charaktere @ und mit ihrer Hilfe die primitiven Zentrumidempotente 
des Gruppenrings Qg: 
1, = & 5 @(a-l)u. 
Wegen (1.0) gilt lo E rg, und rg besitzt also eine direkte Zerlegung 
rg = dirxrgl,. 
Es sei A eine abelsche g-Gruppe. Jedes Element in A habe eine I-Potenz- 
ordnung. Die I-abelsche g-Gruppe lal3t sich dann natiirlicherweise als 
rg-Gruppe deuten und besitzt eine direkte Zerlegung 
A = dir fl A0 mit A, = A’@. (1.1) 
0 
Wir betrachten verschiedene solcher Gruppen: 
1. Die Galoisgruppe G(N/K). Da sie ein abelscher Normalteiler in der 
Galoisgruppe G(N/K) von N/k ist, operiert g = G(N/k)/G(N/K) auf 
G(N/K) durch die Festsetzung 
xc = s-lxs, x E G(NIK), G- E g, 
wobei s einen beliebigen Vertreter in G(N/k) der Restklasse 0 = sG(N/K) 
bezeichnet. Sie besitzt daher eine direkte Zerlegung vom Typus (1.1) 
G(N/K) = dir n G(N/K), = dir n G(N/K)‘@. 
0 Q 
Wir bezeichnen mit N0 den InvariantenkGrper des Komplementarprodukts 
von G(N/K), in G(N/K). 
2. Die Charaktergruppe A(N/K) von G(N/K). Die Wirkung von g auf 
sie wird durch die Festsetzung 
@9(x> = 4x9, a E A(N/K), x E G(N/K), 
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eingefiihrt. A(N/K) besitzt ebenfalls eine direkte Zerlegung vom Typus (1.1) 
&N/K) = dir n A(N/K), = dir n A(N/K)l”. 
0 @ 
Der Annulator von A(N/K), ist dann das Komplementarprodukt von 
G(N/a), in G(N/K). Also ist A(N/K), die Charaktergruppe von 
G(N/K), = G(N,/K), der Galoisgruppe von No/K. 
3. Die Radikalklassengruppe !E3 von N/K. Wir bezeichnen mit W die 
Radikalgruppe von N/K, also die Gruppe aller w  f 0 aus N mit wz” E K. 
Dann gilt bekanntlich N = K(W). Die Radikalklassengruppe m = W/KX 
wird zur g-Gruppe durch die Festsetzung 
(wKXj’ = wsKx, w f w, 
wobei s wie in 1. einen Vertreter von u E g bezeichnet. Also erhalten wir 
wieder 
2B = dir n !& = dir n !I@@. 
-a @ 
Wir bezeichnen mit W, diejenige Untergruppe von W, die der Radikal- 
klassenuntergruppe ?& entspricht. Also gilt insbesondere W,KxlKx = 2Bn,. 
1.2. Bekanntlich erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus 
zwischen der Radikalklassengruppe 2’5 und der Charaktergruppe A(N/K), 
wenn wir jeder Radikalklasse UI = wKX (w E W) den durch 
ox = 44 w, x E GWK), (1.2) 
bestimmten Charakter a, aus &N/K) zuordnen. Nach den in $1.1 ein- 
geftihrten Festsetzungen der Wirkungen von g ergibt sich dann 
Dadurch wird die Beziehung von 2R und A(N/K) als g-Gruppe wie folgt 
beschrieben. Dazu sei x* ein in 0 liegender, abelscher Charakter von g, 
der durch 
erklart wird. Mit einem in Q liegenden, I-adisch irreduziblen Charakter @ 
ist such der duch &(a) = @(o-l) definierte Charakter irreduzibel in 0, 
und dasselbe gilt von 
G = x*6, 
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der nach Leopoldt [2] das Spiegelbild von @ an x* heibt: es gilt 5 = 0. 
Der oben genannte kanonische Isomorphismus zwischen 2B und A(N/K) 
geniigt dann der Verschrankungsrege13 
aus der die Spiegelungsrelation 
(1.4) 
folgt. Wir erhalten nach (1.4) 
No = K(W,). (1.5) 
2. DER SPIEGELUNGSSATZ 
2.0. Es sei I eine Primzahl. Fur einen eine primitive In-te Einheits- 
wurzel (n >, 1) enthaltenden algebraischen Zahlkijrper K vom endlichen 
Grad verwenden wir die folgenden Bezeichnungen. 
k: ein Teilkorper von K derart, da13 K/k galoissch ist, 
9: die Galoisgruppe von K/k, 
6, : die Menge aller in den rationalen Primdivisor I aufgehenden 
Primdivisoren von K, 
6: eine endliche, 6, enthaltende Menge von Primdivisoren 
von K mit der Eigenschaft: 
1st p E 6, so ist p” E 6 fiir alle u E g. Ferner enthalte G 
alle reellen unendlichen Primdivisoren von K, falls (2.0) 
1 = 2 ist. 
S,, , S: die von 6, bzw. G erzeugten Divisorengruppen, 
D: die Gruppe aller Divisoren von K, 
H: die Gruppe aller Hauptdivisoren von K,4 
CT’: diejenige Untergruppe der Divisorenklassengruppe a/H, 
die von den Klassen mit I-Potenzordnung gebildet wird, 
s Zur Herleitung von den nachstehenden Formeln vergleiche man [2]. 
4 Der Einfachheit der Darstellung wegen wird jeder unendliche Primdivisor als 
Hauptdivisor gerechnet. 
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‘5 c.s : diejenige Untergruppe von fj/SH, die durch alle Klassen 
mod SH mit CPotenzordnung gebildet wird, 
CT, = e(le( n 3: mit L? = SHjH, 
e,*, c,*: die maximalen Untergruppen von e, bzw. CS , deren 
Exponenten in I” aufgehen. 
2.1. Es bezeichne A die Untergruppe aller a E ij mit am E H 
fiir einen zu 1 primen geeigneten Exponenten m. Die Gruppe I, = @lf 
nennen wir die I-Divisorenklassengruppe von K. Wegen (2.0) ope- 
riert g nattirlicherweise auf den im folgenden Schema stehenden 
Gruppen. Ein Pfeil bezeichnet dabei einen kanonischen surjektiven 
g-Homomorphismus. 
a--c--+ es----+ c, 
cy *
U (2.1) + __f cs*. 
Es gilt also 
e(C) 3 e(G) = 47(&d = rg(Cs*) = &es*), (2.2) 
wobei rg(A) im allgemeinen den Rang einer endlichen I-abelschen 
Gruppe A bedeutet. 
Im folgenden bezeichnen wir mit NC/K das Kompositum aller zyklischen 
Erweiterungen K’/K mit den Eigenschaften: 
(i) der Grad von K’IK teilt I”, 
(ii) kein Primdivisor von K auljer G ist verzweigt in K/K. 
NG/K ist eine (endliche) Kummersche Erweiterung, und wegen (2.0) 
ist N”/k galoissch. Wir bezeichnen mit WG die Radikalgruppe von NG/K. 
Die Radikalklassengruppe ‘%J c = Ws/Kx ist nach $1.1, 3 eine g-Gruppe. 
Es sei w  E WG, und es bezeichne G(w) die Menge aller denjenigen 
Primdivisoren von K(w), die in Primdivisoren in 6 aufgehen. Es sei 
(w) der w  zugeordnete Divisor und es sei gesetzt 
(w) = COJ &; 
w  
) vn(8*w’9 
wobei die Exponenten n(v, w) von !JJ aus G(w) so bestimmt werden 
sollen, dal3 c, teilerfremd ist zu jedem p aus 6. Dann gehijrt c, nach 
dem Kummerschen Zerlegungsgesetz zur Divisorengruppe i? von K. 
Dabei hdngt die Klasse von c, in D mod SH nur ab von der Radikalklasse 
tu = wKX. Bezeichnen wir sie mit C,(w), so ist die Zuordnung 
qG : to - C,(tv) = Klasse von c, mod SH (2.3) 
288 KURDDA 
ein g-Homomorphismus von der Radikalklassengruppe ‘luz = W”/i? 
in die Gruppe DISH. 
Nach der Definition von NC/k’ und dem Kummerschen Zerlegungs- 
gesetz stimmt das Bild von (2.3) mit cs* := {Cc B/SH! C’” = SH) 
iiberein. Urn den Kern von (2.3) zu bestimmen, sei angenommen, da13 
c, e SH ist. Dann gilt c, = (a) a mit a E Kx und a t S. Also enth5lt die 
Radikalklasse wKX ein Element, das, als Divisor, nur durch Elementen 
aus 6(w) gebildet wird. Umgekehrt ist eine Radikalklasse, die solch ein 
Element enthglt, ersichtlich im Kern von (2.3) enthalten. Wir definieren 
also die Untergruppe ‘9XE von 2BuG dadurch, da13 eine Radikalklasse genau 
dann zu $3nG gehiirt, wenn sie Radikale enthslt, die nur durch in i 6 1 
aufgehende Primdivisoren teilbar sind. Dabei bezeichnet I 6 / = n pecF” 
mit e(p) > 1 ein Potenzprodukt von Primdivisoren aus G.j 9JnlG ist eine 
g-Untergruppe von ‘%J6 und wir erhalten also 
HILFSSATZ 1. Aus der Zuordnung (2.3) ergibt sich ein kanonischer 
g-Homomorphismus zwischen Yll’/?l.X’ und es* : also such nach (2.1) 
zwischen %JuG/~YJlm” und Cs*. 
1st insbesondere (g : 1) + 0 (mod I), so besitzt jede in Hilfssatz I 
auftretende Gruppe eine direkte Zerlegung vom Typus (1.1). In diesem 
Fall ergibt sich dann aus (2.3) ein kanonischer g-Isomorphismus zwischen 
~lDo”/%R,G und es0 . Dies ist die arithmetische Grundlage unseres 
Spiegelungssatzes. 
2.2. Wir bezeichnen mit M” den maximalen Zwischenkarper von 
N”IK, der durch diejenigen Radikale erzeugt wird, deren In-ten Potenzen 
nur durch Primdivisoren aus 6 teilbar sind, also den Zwischenkarper 
von NG/K, der der Radikalklassenuntergruppe ‘@ in Hilfssatz 1 
entspricht. Wir bezeichnen schliefilich mit A(N”/K) bzw. A(M”/K) die 
Charaktergruppe der Galoisgruppe von N”/K bzw. MG/K. Nach der in 
$1.2 dargestellten algebraischen Spiegelungsrelation und Hilfssatz 1 
erhalten wir dann ohne weiteres den folgenden allgemeinen Spiegelungssatz 
SATZ 1. Ein galoisscher Zahlkiirper K/k erfiille die Bedingungen 
in $1.0. Dunn ergibt sich aus (1.2) und (2.3) ein kanonischer Isomorphismus 
zwischen den zu einem Paar spiegelbildlich zueinander liegender Charaktere 
0, 3 von g gehiirenden direkten Faktoren von A(NG/K)/A(MG/K) und es* 
(oder such Cs*): 
qG : A(NG/K)JA(M=/K)O z c,*, (2% Gd, 
der der VerschriinkungsregeI(l.3) geniigt. 
5 Von den Exponenten e(p) in diesem Produkt wird erst sp%ter Gebrauch gemacht. 
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2.3. Nun wollen wir die arithmetische Deutung von Satz 1 dar- 
stellen. Eine Zahl aus KX hei& eine 6-Einheit, wenn sie nur durch 
Primdivisoren aus 6 teilbar ist. Die Gruppe aller 6-Einheiten bezeichnen 
wir mit E(6). Die 6-Einheiten-Z”-klassengruppe E(6)/E(Q1” ist kanonisch 
g-isomorph zur Radikalklassengruppe 9XG. Aus dem Struktursatz der 
G-Einheitengruppe folgt sofort, da13 A(M”/K) eine abelsche Gruppe 
vom Typus (I”, l”,..., I”) ist und zwar dal3 ihr Rang gleich 1 + r + Anzahl 
der endlichen Primdivisoren in G ist, wobei r den Rang der Einheitengruppe 
(modulo Einheitswurzeln) von K bedeutet. 
Andererseits lagt sich die Gruppe A(NG/K) nach der Klassenkorper- 
theorie arithmetisch wie folgt deuten. Zunachst geben wir die genaue 
Definition von / 6 I. Wir setzen nlmlich 
/ 6 1 = n &v(P), 
p& 
wobei e(p) = 1 fur p q? 6, (p E G) und die Exponenten e(I) > 0 fur 
1 E 6, so bestimmt werden, daD I 6 1 ein Erklarungsmodul fur NG/K ist, 
das hei&, NG/K Klassenkorper tiber einer mod / 6 1 erklarten Ideal- 
gruppe ist.6 Nun bezeichnen wir mit si(6) die maximale Faktorgruppe 
vom Exponenten 1” von der Strahlklassengruppe, die mod / 6 j erklart 
wird. Nach dem allgemeinen Reziprozitatsgesetz sind G(NG/K) und s(6) 
kanonisch g-isomorph. Also sind weiter G(NG/K)* = G(NQG/K) und 
s(6), kanonisch g-isomorph, und A(N”/K)@ kann kanonisch als Charak- 
tergruppe von 9(G), angesehen werden. 
HILFSSATZ 2. Es sei K/k wie in Satz 1. Es sei ferner angenommen, 
daJ n = 1 ist.7 Es sei p ein endlicher Primdivisor von k, der nicht in S 
enthalten ist. Es bezeichne u die Zerlegungsgruppe eines Primteilers $3 
von p in K. Man setze 
iT = 6 u (q.3” 1 CT E g}. 
Dann gilt 
wobei x einen absolut irreduziblen Charakter von g mit (0 = spur&) 
bedeutet.8 
8 Wie aus der Klassenkiirpertheorie bekannt ist, kann e(I), I E 6, als Korperinvariante, 
das hei&, unabhangig von der Wahl von 6 bestimmt werden. 
’ Fur die betrachteten K&per ist diese Voraussetzung ohne Belang. 
* Der Faktor Q(l) entfallt in der Formel, wenn von g-Rangen die Rede ist. Hierzu 
vergleiche man [2], 51.2. 
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Dieser Hilfssatz folgt unmittelbar aus dem Struktursatz der G-Einheiten- 
gruppe, dem algebraischen Spiegelungsprinzip und den Schltisse beim 
Beweis von Hilfssatz 1 in [2]. 
Eine I-Divisorenklasse C von K heibe eine Basiskiasse, wenn erstens C 
von der I-Hauptdivisorenklasse fi verschieden ist und es zweitens keine 
I-Divisorenklasse gibt, deren I-te Potenz gleich C ist. 
Zusammenfassend erhalten wir nach Satz 1 den folgenden 
SATZ 2. Es sei K/k wie in Satz 1. Es sei p ein endlicher Primdivisor 
von k, der nicht in S enthalten ist. Man setze 
wobei Cp einen Primteiler van p in K bedeutet. Man setze ferner 
wobei die bezeichnungen u U.S.W. wie in Hilfssatz 2 seien. Es gilt dann 
t > 0. Ist t > 0, so gibt es t Basisklassen C, , Cz ,..., Ct im direkten 
Faktor a, von der I-Divisorenklassengruppe 3 von K mit den Eigenschaften: 
(i) Die C1 , C, ,..., C, sind unabhiingig (nicht nur mod I?, sondern 
unabhiingig mod Sfi). 
(ii) Sie enthalten Divisoren, die mod Sfi durch ‘Q” (u E g) gebildet 
wird. 
Wenn ferner (Sfi/I?), keine Basisklasse enthiilt, so gilt t > 0 genau dann, 
wenn es solch ein System C, , C, ,..., C, mit den oben genannten Eigen- 
schaften gibt. 
2.4. Urn die direkten Faktoren 52(G), , ID, U.S.W. naher zu 
erklaren, mtissen wir noch eine algebraische Betrachtung einfiihren, die 
sich such in [2] befindet. Wir fiihren namlich den Norrnalteiler g# aller u 
mit G(o) = Q(1) ein. Dann gilt 01~ = l0 (G E gJ. Auf A(N”/K), U.S.W. 
ist die Normabbildung 
ein Automorphismus. Wir bezeichnen mit (@) die Menge aller I-adisch 
irreduziblen Charaktere @’ von g mit Q’(u) = Q’(1) fiir alle u E go . 
Dann bildet (0) eine vollstandige Menge der Eadisch irreduziblen 
Charaktere von g/g, , Es bezeichne K0 den zu g0 gehbrigen Zwischen- 
k&per von K/k. Nun bezeichnen wir mit %(G, (3)) die maximale Faktor- 
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gruppe mit Exponenten 1” von der Strahlklassengruppe in KS , die 
mod 1 G 1 erklart wird. Demsprechend bezeichnen wir mit a((@)) die 
I-Divisorenklassengruppe von & . Dann erhalten wir 
W@) = dir n WW~~ und 52(6, (G)) = dir n R(6, (8&,, . 
WE(O) WE(Q) 
Nach dieser Bemerkung ist es nun leicht einzusehen, daD a((@)),< und 
ID,, bzw. fi(6, (5)) 9~ und fi(6),, mit @’ E (@) bzw. @’ E (5) zueinander 
kanonisch g-isomorph sind.s 
Vom folgenden Hilfssatz machen wir im nachstehenden Abschnitt 
Gebrauch. 
HILFSSATZ 2’. In Hirfsatz 2 sei noch angenommen, day u C go gilt. 
Es gilt dann 
3. ZUS~~TZE 
3.1. Es sei K’/k ein relativzyklischer Korper vom Grad 1. Es 
bezeichne f den Ftihrer von K//k. Wir setzen f = f,,flfm , wobei f. und 1 
teilerfremd sind, fr nur durch in 1 aufgehende Primdivisoren gebildet wird 
und fm den unendlichen Bestandteil von f bedeutet. Wir nennen f. den 
I-fremden Teil des Ftihrers (von K/k). Es sei a ein Divisor von K. Mit C(a) 
bezeichnen wir die I-Divisorenklasse, die a enthalt. 
ZUSATZ 1. K enthalte eine primitive l-te Einheitswurzel. Es sei ein 
zu I primer, endlicher Primdivisor p von K gegeben. Genau dann ist p 
I-fremder Teil des Fiihrers eines relativzyklischen Kiirpers vom Grad 1, 
wenn C(p) keine Basisklasse der EDivisorenklassengruppe a von K oder, 
wenn C(p) in der durch aIIe C(l), I E 6,) erzeugten Untergruppe von ID 
enthalten ist. Ferner seien zu I prime, voneinander verschiedene, endliche 
Primdivisoren p1 , Qz ,..., ps gegeben. Genau dann ist das Produkt p1p2 *** pJ 
das kleinste gemeinsame Vierfach der 1-fremden Teile der Fiihrer gewisser 
relativzyklischer K&per vom Grad 1, wenn fiir jedes i (1 < i < s) C(Q,) 
keine Basisklasse von a ist oder, wenn c(Qi) in der durch c(Q,) (j # i, 
1 < j < s) und C(I), I E G, , erzeugten Untergruppe von n enthalten ist. 
Beweis. Man setze 
6 = {PI, Qz Y..., Qs> ” 61 
0 Durch Einbettung von KG (bzw. K& in K. 
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und 
5, = jJlj 1 1 < j ., s, j += ij U Go . 
Genau dann gilt 
rg(si(6)) - rg@(Gi)) 3 1 fur jedes i (I :G i :-, s), 
wenn ~1~2 *.- ps das kleinste gemeinsame Vielfach der I-fremden Teile der 
Fiihrer gewisser relativzyklischer Korper vom Grad I ist. Setzt man 
K = k in Satz 1, so folgt unsere Behauptung. 
Bemerkung. Die entsprechende Behauptung fur einen keine primitive 
I-te Einheitswurzel enthaltenden algebraischen ZahlkSrper k kann mit 
Hilfe der in 92.4 skizzierten Tatsache formuliert werden. Zum Beispiel 
sei k der Kijrper Q der rationalen Zahlen. Es sei 1 eine ungerade Primzahl. 
Eine Primzahl p mit p = 1 (mod 1) ist I-fremder Teil des Ftihrers eines 
absoluten zyklischen Korpers vom Grad 1. Nach Satz 2 bedeutet dies, 
da13 der x* gehorige direkte Faktor der I-Divisorenklassengruppe des 
Korpers von den f-ten Einheitswurzeln immer zur Einsgruppe reduziert ist, 
was in der Theorie des Kreiskiirpers bekannt ist. 
3.2. Nun betrachten wir die 3-Divisorenklassengruppe eines reellen 
quadratischen Zahlkiirpers. lo Dazu sei K, = Q(d-3), der K&per der 
3-ten Einheitswurzeln. Es sei K1 = Q(\/m) ein reeller quadratischer 
Zahlkorper. Es bezeichne K2 = Q(&3m) den im Kompositum 
K = K, . Kl enthaltenen, von K, verschiedenen, imaginar quadratischen 
K&per. Ferner sei angenommen, da13 ein Primteiler von 3 in Kl zu keiner 
Basisklasse von der 3-Divisorenklassengruppe a), von Kl gehort, was 
sicher der Fall ist, wenn 3 in Kl nicht vollzerlegt ist. 
ZUSATZ 2. Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie oben. Es seip 
eine von 3 verschiedene Primzahl, die in Kl vollzerlegt ist, aber in K2 nicht.ll 
Genau dann gehiirt ein Primteiler von p in Kl zu einer Basisklasse von 3, , 
wenn p in K, kein 3-fremder Teil des Fiihrers eines relativzyklichen Kiirpers 
vom Grad 3. 
Beweis. In Satz 2 setze man k = Q und K = K. * Kl . Es seien 
@I = x1 und O2 = xz die KJQ bzw. KJQ zugeordneten Charaktere 
von g, die zueinander spiegelbildlich liegen. Es bezeichne ‘p einen Prim- 
teiler von p in K. Man setze 6 = 6, u {‘!v” / u E g}. Nach Hilfssatz 2’ 
erhalten wir 
‘ODer quadratische Fall wurde zuerst von Scholz behandelt; Vgl. Anmerkung 1). 
I1 Zur Betrachtung der 3-Divisorenklasse ist diese Voraussetzung ohne Belang. 
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Nach Satz 2 ist also genau dann 
rg(w),,) - emw@,) = 09 (3.1) 
wenn ein Primteiler von p in fY1 zu einer nicht durch Elementen aus 6, 
representierten Basisklasse von a, gehiirt. Nach der Voraussetzung iiberp 
ist p :& 1 (mod 3). Genau dann ist also p 3-fremder Teil des Ftihrers 
eines relativzyklischen Kiirpers vom Grad 3 tiber K, , wenn (3.1) nicht 
zutrifft. Unsere Behauptung folgt nun aus Satz 2. 
Beispiel 1. Es seien K1 = Q(1/257), & = Q(xJ’--3 . 257) und p = 2. 
Man setze K = Q(d257, d-3 . 257). Die Primzah13 zerfallt in K1 nicht. 
Beziiglich K/Q ist K1 der Zerlegungskijrper von p = 2. Die Klassenzahl 
vom imaginar quadratischen K&per K, ist gleich 12. Da 4 . 132 < 3 .257 
und 4 * 133 = 432 + 3 . 257 * 32 ist, gehort ein Primteiler, etwa q, von 13 
in & zu einer Klasse mit Ordnung 3. Es sei q3 = (a), oi E K, , also etwa 
01 = (43 + 3 d-3 * 257)/2. Es bezeichne 1 den Primteiler von 3 in K, . 
Dann gilt 01 = -1(13), das heifit, (II ist 3-te Potenz in der I-adischen Hiille 
von Kz . Dies bedeutet dann rg(%(G,,),J = 2.12 Andererseits ist LY - 1 + 0 
(mod 2): 01 ist kein 3-ter Potenzrest mod 2. Wir erhalten also 
rg(R(G),,) ~2. Nach Zusatz 2 gehijrt also ein Primteiler von 2 in 
Kl = Q(d257) zu einer Basisklasse von der 3-Divisorenklassengruppe 
von Kl . In der Tat ist die Klassenzahl von Kl gleich 3 und sind die 
Primteiler von 2 in Kl keine Hauptdivisoren. 
Beispiel 2. Kl = Q(d3 * 29), K, = Q(a) undp = 2. Die Klassen- 
zahl von K, ist gleich 6. Da 52 < 29, 53 = 32 + 29 * 2” ist, gehiirt ein 
Primteiler q von 5 in K2 zu einer Klasse von der Ordnung 3. Es sei q3 = (ar), 
016 K2, also etwa OL = 3 + 2 d-29, die aber kein 3-ter Potenzrest 
mod 3” ist. Also ist rg(si(G,),,) = 1. Daraus folgt unmittelbar, da13 
rg(R(G),,) = 2 ist. Nach Zusatz 2 gehijrt also jeder Primteiler von 2 in Kl 
zu keiner Basisklasse von der 3-Divisorenklassengruppe von Kl . 
Zusammen mit der Kenntnis von der Minkowski Schranke folgt daraus, 
da13 die Klassenzahl von Kl = Q(2/3 .29) zu 3 prim ist. In der Tat 
ist sie gleich 2. 
Man beachte, da13 die oben durchgefiihrten Berechnungen unabhangig 
von den Einheitengruppen reeller quadratischer Zahlkorper sind. 
3.3. Es sei K’/Q ein reeller zyklischer K&per vom Grad 4, der den 
K&per Q(&) enthalt. Man setze I = 5 und K = K’Q(lJ, wobei 5 eine 
primitive 5-te Einheitswurzel bezeichnet. Ferner wird der Fiihrer von 
K’/Q mitf = 5f bezeichnet, wobei (5,f0) = 1 ist. Es sei x ein erzeugender 
I2 Eine ausfiihrliche Darstellung einer allgemeinen Formel zur Bestimmung des 
Rangs einer Strahlklassengruppe ist in [3], 517 gegeben. 
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Charakter von K//Q. Es bezeichne schlieblich y und v’ die Spiegelbilder 
von x bzw. x3. Die mit y and p7’ entsprechenden Zahlkorper sind dann ,- 
Q(v’-fo) bzw. Q(q-51~). Die x4 (= 1) und x2 zugeordneten direkten 
Faktoren der 5-Divisorenklassengruppe von K’ sind isomorph zur 
Einsgruppe. Ferner ist in diesem Fall die Primzahl 5 reinverzweigt in L’ 
und ihr Primteiler gehijrt zur 5Hauptdivisorenklasse. Also wird z.B. 
die Frage, ob die Klassenzahl von K’ durch 5 teilbar ist, nach Satz 2 auf 
Berechnungen in den imaginslren quadratischen Zahlkorpern Q(fl 
und Q(z)‘- zuriickgeftihrt. 
4. BEZIEHUNG ZWISCHEN RANGEN 
4.1. Nun kehren wir zu Satz 1 zuriick. Beschranken wir uns auf 
den maximalen unverzweigten Zwischenkarper L von NC/K, so wird die 
Gruppe 
WIKM4L/~)~ n A(M”/Kh = 4W% AWGK>&WG/Kb 
als Untergruppe von A(N”/K)@/A(MG/K)@ angesehen, wobei A(L/K) die 
Charaktergruppe der Galoisgruppe G(L/K) von L/K bezeichnet. L ist 
unabhangig von der Wahl von 6 bestimmt, und zwar ist G(L/K) nach der 
KlassenkGrpertheorie ein kanonisch g-homomorphes Bild von der 
I-Divisorenklassengruppe 3 = D/a: also such von c. Nach der Definition 
von NG/K besitzen G(L/K) und c denselben Rang. Dasselbe gilt dann such 
von A(L/K), und z(, . Wir erhalten das folgende Korollar zu Satz 1. 
KOROLLAR 1. Es sei K/k wie in Satz 1. Es gibt einen kanonischen 
Isomorphismus von A(L/K),/A(L/K), n A(M”JK), in die Gruppe C?& : 
C$ : A(L/K),/A(L/K), n A(Mc/K)@ -+ e& (s C.&)* 
Dabei ist der Rang von A(L/K), gleich dem Rang des direkten Faktors &, 
der Gruppe aller Divisorenklassen (mod H) von I-Potenzordnung. Ferner 
ist 9’ genau dann ein Isomorphismus auf die “& , wenn 
AW=/Wo = -W/K), A(M%~, 
gilt. 
4.2. Urn aus dem obigen Resultat die Beziehung zwischen Riingen 
verschiedener Gruppen herzuleiten, beschranken wir uns nun auf den 
Fall n = 1. Fiir eine endliche I-abelsche Gruppe A bezeichnen wir mit A* 
ihre maximale elementare Untergruppe, was unter der Voraussetzung 
n = 1 mit der friiheren Bezeichnungsweise I?,* U.S.W. nicht in Wider- 
spruch steht. In diesem Fall ist A(N’/K) selbst elementar Eabelsch. 
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Beweis. Es sei a E A(L/K)* , und es bezeichne L, den Invarianten- 
k&per vom Kern von a. Es sei L, = K(o), w  E WG. Da L,/K unverzweigt 
ist, gilt nach dem Kummerschen Zerlegungsgesetz 
(co) = c, g JP(P*“) E D, 
wobei c, dieselbe Bedeutung wie bei der Definition (2.3) von I& hat. 
Es gibt ein 01 E KX derart, dal3 w’ = OIW teilerfremd ist zu ( 6 I. Also 
enthalt #(a(A(L/K) n A(Mc/K)) (= eine Klasse mod(C n 3;) oder eine 
Klasse mod SH) einen Divisor (w’) E B mit (w’)~ E H, w.z.b.w. 
Speziell gilt also nach Korollar 1 bzw. Satz 1 
r&WG/Qfd4U% 4WGd b lg48i,(~ n 8~“)~ (4.2) 
wobei Bs das Urbild in C von C,* bedeutet: also die Gruppe derjenigen 
Klassen C mod H mit Cz E (z’ n 3). 
Man setze nun 
Y&,G = {w E !I.RG I K(w)/K unverzweigt, wobei 1~ = oKX}, 
die die primare Radikalklassenuntergruppe von lDzG heiBen ~011. Ferner 
bezeichnen wir mit E die Einheitengruppe von K. Eine Einheit E,, heirjt 
prim&, wenn K(x%&K unverzweigt ist, also wenn @& KX/KX E 9Jl,,c ist. 
Bekanntlich wird diese Eigenschaft durch eine Kongruenzeigenschaft 
von ED gekennzeichnet. Die Gruppe der Einheiten-I-Klassen i5 = E/EL 
und ihre Untergruppe &, , die durch die primaren Einheiten erzeugt wird, 
besitzen direkte Zerlegungen vom Typus (1.1): 
Den Rang von @,, bezeichnen wir mit 6, . Es bezeichne E(G), wie friiher, 
die Gruppe der 6-Einheiten in K. Ein Element A in E(G) heil3e primlr, 
wenn K(a/K unverzweigt ist. Die Gruppe der 6-Einheiten-LKlassen 
(F(6) == E(6)/E(G)z und ihre primgre Untergruppe E(G),, besitzen 
wiederum direkte Zerlegungen vom Typus (1.1). Es sei schlieglich e@= so 
definiert, da13 6, + Ebb gleich dem Rang von e(G), ist. Man beachte, 
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dab Y.lJJz’ und e(5) kanonisch g-isomorph sind. Nach der Formel (1.5) 
ergibt sich nun 
HILFSSATZ 3. Ist n = 1, so gilt 
E$- zzz rg(A(L/K), n A(M”/K),) - 8, c rg((C n S),). (4.3) 
Beweis. Es sei a E A(L/K), und sei tu = wKX die nach (1.2) a zuge- 
ordnete Radikalklasse. Da LJK unverzweigt ist, gehiirt der Divisor (w) 
zu B,, wobei L, wie beim Beweis von Korollar 2 ist. Diesmal betrachten 
wir die Zuordnung 
A(L/K), n A(MG/K), 3 a t+ w = wKX i--2 (w) E ,f?. 
Dadurch ergibt sich ein Homomorphismus von A(L/K), n A(MG/K)@ 
in die Gruppe (c n s), , dessen Kern bei der zweiten Zuordnung mit 
derjenigen Radikalklassenuntergruppe tibereinstimmt, die durch I-te 
Wurzeln der prim&en Einheiten erzeugt wird. Die Formel (4.3) ist nun 
leicht einzusehen. 
Aus (4.1) und (4.3) bzw. der spiegelbildlich liegenden Betrachtungen 
ergibt sich die Formel 
rg(c+) - 6, < rg(CsQ) + co6 - rg(Aio/(C n S),“) < rg(Co). 
(4.4) enthblt die Ungleichung 
-6, < d&J - rg(Q,) < 6, , 
die die Aussage vom Leoplodtschen Spiegelungssatz i&l3 
4.3. Aufgrund der Formel (4.4) kann man unter Umstlnden alle 
miiglichen, zwischen den oben auftretenden Gruppen bestehenden 
Beziehungen beschreiben. 1st zum Beispiel 6, = 6, = 0, so erhalten wir 
Gleichheiten bei allen (einschliel3lich der Formel (4.2)) oben erscheinenden 
Ungleichungen. Es sei ferner K/k ein abelscher KSrper tiber dem K&per 
k = Q der rationalen Zahlen von zu I primen Grad. Dann gilt nach [2] 
I3 Dabei ist der betrachtete Korper allgemeiner als in [2]. In [2] ist such der Rang 
von (50, also eine obere Schranke des Rangs von C&Q, mit Hilfe des Dirichlet-Min- 
kowskischen Einheitensatzes explizit gegeben. Das Entsprechende fur unseren K/k 
kann man mit Hilfe des Herbrandschen Einheitensatzes und der Schhisse Leopoldts 
a.a.0. berechnen. 
SPIEGELUNGSSATZ FiiR GALOISSCHE ZAHLKtjRPER 297 
&, + 6, = @(I) oder 0, wenn I ungerade ist. In diesem Fall kann also nur 
eine unter den vier Ungleichungen in (4.4) echte Ungleichung sein.l4 
Es gilt ferner, da13 eine Gleichheit bei der ersten Ungleichung in (4.4) genau 
dann vorhanden ist, wenn A(N’/K), = &C/K)@ A(MG/K)@ gilt, was 
nicht notwendig immer der Fall ist. 
Beispiel (Fortsetzung van Beispiel 1 in $3.2). Man setze 6 = 6, . 
Es gilt 
rd2;,,) = rdz’,J = rdG#J = rg(Csoz) = h, = 1, 
und alle iibrigen Glieder sind gleich 0. Es gilt also 
Diese Ungleichheit besagt, dal3 die einzige r-Erweiterung R, iiber 
K1 = Q(-\/257) beziiglich der Primzahl 3 eine nicht-triviale Kapitulation 
der 3-Divisorenklassen hat. Zur Herleitung dieser Tatsache verwende man 
den in [l] entwickelten SchluB auf die ErweiterungR,K/K, ; vgl [l], insb. 97. 
LITERATIJR 
1. K. IWASAWA, On the theory of cyclotomic fields, Ann. Math. 70 (1959), 530-561. 
2. H.-W. LEOPOLDT, Zur Struktur der I-Klassengruppe galoisscher ZahlkGrper, J. 
Reine Angew. Math. 199 (1958), 165-174. 
3. T. TAKAGI, Uber eine Theorie des relativ-Abelschen ZahlkGrpers, J. COIL Sci. 
Imp. Univ. Tokyo 41 (1920), Article 9, 1-133. 
4. T. TAKAGI, Zur Theorie des Kreiskcrpers, J. Reine Angew. Math. 157 (1927), 
23@-238. 
I4 Man beachte, daB es sich urn S-Gruppen handelt; vgI. [2], 51.2 und $2.1. 
641/2/3-4 
